Завдання 2-го етапу Всеукраїнської олімпіади юних математиків 2014 р.
6 клас
1. Порожній автомобіль з Миколаєва до порту в Одесі проїхав зі швидкістю 60 км за годину, а повернувся назад завантажений зі швидкістю 40 км за годину. Чому дорівнює середня швидкість всієї поїздки?
2. У скриньці знаходяться білі і червоні кульки. Навмання виймають дві з них. Якщо вони одного кольору, то замість них кладуть червону кульку. Якщо різного, то червону кульку забирають, а білу кладуть назад у скриньку. Нарешті у скриньці залишилась одна кулька. Якого вона кольору, якщо спочатку у скриньці було 2014 білих кульок.

3. Білка за 8 хвилин приносить горіх у дупло. Яку відстань при цьому вона долає, якщо без горіха вона біжить зі швидкістю 5 м/с, а з горіхом – 3 м/с.
4. Чи існує таке трьохзначне число, яке при множенні на 2, 3 або 4 дає нове трьохзначне число, яке записане тими самими цифрами?

5. У класі навчаються 37 учнів. Довести, що хоча б четверо з них відмічають день народження протягом одного з місяців року.
Завдання 2-го етапу Всеукраїнської олімпіади юних математиків 2014 р.
7 клас
1. Спростити вираз: 
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2. Задача Арнольда. На світанку дві бабусі вийшли назустріч одна одній з пунктів А і В. В 12 годин дня вони зустрілися і кожна продовжила свій путь. Після чого перша прийшла в пункт призначення в 16 годин, а друга – в 9 годин вечора. Коли в цей день наступив світанок?

3. Два учні, високий і низенький, вийшли одночасно з одного і того ж дому в одну школу. В одного крок був на 20% коротший, ніж у другого, але він встигав за цей час зробити на 20% кроків більше, ніж другий. Хто з них раніше прийшов до школи?

4. Чи існує таке чотирьохзначне число, яке при множенні на 2, 3 або 4 дає нове чотирьохзначне число, яке записане тими самими цифрами?
5. В скриньці лежать 2014 кульок. Двоє гравців по черзі беруть зі скриньки кульки. За один хід дозволяється взяти від 1 до 10 кульок. Виграє той, хто візьме останню кульку. Який з гравців і як може забезпечити собі перемогу?
8 клас
Завдання 2-го етапу Всеукраїнської олімпіади юних математиків 2014 р.
1. Скільки пар натуральних x і y задовольняють рівняння: 
[image: image2.wmf]22014

xyxy

=++

. Відповідь обґрунтуйте.

2. Задача Безу. Дехто купив коня і через деякий час продав його за 24 пістолі (пістоль – грошова одиниця Франції в минулому). При цьому він втратив стільки відсотків від попередньої вартості, скільки пістолів заплатив за коня. За яку суму він сам купив коня?

3. У рівності СУК ( СУК = БАРСУК замість кожної букви необхідно поставити певні цифри так, щоб одержати тотожність (різним буквам відповідають різні цифри).

4. Чи можна провести в кожному квадратику на поверхні кубика Рубіка діагональ так, щоб одержати путь без самоперетинів?

5. В скриньці лежать 2014 кульок. Двоє гравців по черзі беруть зі скриньки кульки. За один хід дозволяється взяти 1 або 2 кульки. Але один і той же гравець не має права взяти 2 кільки двічі підряд. Виграє той, хто візьме останню кульку. Який з гравців і як може забезпечити собі перемогу?

9 клас

Завдання 2-го етапу Всеукраїнської олімпіади юних математиків 2014 р.
1. При якому дійсному значенні параметру а сума квадратів коренів рівняння 
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2. Для додатних і нерівних a, b, c довести нерівність:


[image: image4.wmf]222222

(1)(1)(1)6

abbccaabc

+++++³

.

3. Катети прямокутного трикутника дорівнюють 15 дм і 20 дм. Знайдіть відстань від центра вписаного кола до висоти трикутника, яка проведена до гіпотенузи.
4. На площині задано 2014 точок і коло одиничного радіуса. Доведіть, що на колі знайдеться точка, сума відстаней від якої до даних точок не менше 2014.
5. В скриньці лежать 2014 кульок. Двоє гравців по черзі беруть зі скриньки кульки. За один хід дозволяється взяти 1 або 2 кульки. Але один і той же гравець не має права взяти 2 кільки двічі підряд. Виграє той, хто візьме останню кульку. Який з гравців і як може забезпечити собі перемогу?
Завдання 2-го етапу Всеукраїнської олімпіади юних математиків 2014 р.
10 клас
1. Довести нерівність:
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2. Пряма l перетинає два кола, як показано на малюнку. Доведіть, що кут ABC дорівнює куту MNL. 
3. Знайдіть всі дійсні числа х, які задовольняють рівнянню: 55x+44{x}=19, де {x} – дробова частина числа х, тобто {x}=x-[x], а [x] – найбільше ціле число, яке не перевищує х.
4. На площині задано 2014 точок і коло одиничного радіуса. Доведіть, що на колі знайдеться точка, сума відстаней від якої до даних точок не менше 2014.

5. Функція 
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– деякі числа. Відомо, що 
[image: image9.wmf](0)1

f

=

, 
[image: image10.wmf](1)0

f

=

, 
[image: image11.wmf](2)3

f

=

. Чому дорівнює 
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Завдання 2-го етапу Всеукраїнської олімпіади юних математиків 2014р.

11 клас

1. Чи можливо куб, всі ребра якого одиничної довжини, обклеїти шістьома квадратами, 2 з яких мають площу по 2 квадратні одиниці, а 4 – по 0,5 квадратних одиниць?

2. Від двох даних кусків бронзи, які мають різну вагу p і q і різні частки олова, треба відрізати куски однакової ваги і сплавити їх з рештками інших кусків так, щоб частка олова (в процентах) після цього в обох кусках стала однаковою. Розв’язати задачу у загальному випадку і у випадку, коли вага першого куска дорівнює 6 кг, а другого – 12 кг.
3. Задача Паскаля. Два однаково вправні гравці грають у гру, яка не допускає нічиєї. Вони зробили ставки по 10 золотих і домовилися, що той, хто першим набере 10 виграних партій, одержить всі гроші. Гру довелося припинити за рахунку 9:8. Як вони повинні розподілити гроші?

4. Знайдіть усі функції 
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, які задовольняють рівняння 
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5. Задача Діофанта. Знайти такі три цілі невід’ємні числа. щоб сума всіх трьох і кожних двох були повними квадратами.
2-й етап Всеукраїнської олімпіади юних математиків 2014 р.
Відповіді та вказівки.

6 клас 1. Відповідь. 48 км за годину
2. Відповідь. Очевидно, що кількість білих кульок або не змінюється, або зменшується на 2. Тому залишитися може тільки червона кулька.
3. Відповідь. 900.
4. Відповідь: Не існує. Очевидно, що таке число не більше 250. Тому першою цифрою може бути 1 або 2. Обидва припущенні при перевірці приводять до протиріччя: для запису такого числа треба чотири різні цифри.
5. Відповідь. У році 12 місяців, отже 37 : 12 = 3 (ост. 1). Тобто, протягом року у класі відмічають три день народження, а так як один учень залишився в остачі, то протягом одного з місяців день народження відмічають четверо учнів. Що й треба було довести.
7 клас 1. 2014. 

2. Відповідь. Бабусі вийшли в дорогу о 6 годині ранку.
3. Відповідь. Нехай 
[image: image15.wmf]l

– довжина кроку високого учня, 
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- кількість кроків, зроблених ним за одиницю часу. Тоді пройдений ним за цей час шлях дорівнює ln. Відповідно низенький учень пройде лише шлях 
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.Отже високий прийде швидше.
5. Відповідь. Не існує. Очевидно, що таке число не більше 2500. Тому першою цифрою може бути 1 або 2. Далі одержуємо два можливі набори цифр, з яких не можна скласти число, яке ділиться на 3.
5. Відповідь. Виграє перший. Спочатку він бере 1 кульку і далі кожного разу доповнює кількість кульок, які взяв другий до 11. Це забезпечує йому перемогу, бо 2013 ділиться на 11.

8 клас 1. Відповідь. 12. Приведемо дане рівняння до такого виду: 
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. Тепер враховуємо, що y-1 буде натуральним дільником 2016. А кількість таких дільників можна підрахувати з умови: 2016 = 1(2(2(2(2(2(63.
2. Відповідь. Нехай він купив коня за х пістолів. Маємо рівняння:
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. Маємо два розв’язки: х1=40, х2=60.
3. Відповідь. Від обох частин рівності віднімемо СУК. Одержимо: СУК ( (СУК-1) = БАР ( 1000. Два послідовні натуральні числа СУК і СУК-1 взаємно прості, а їх добуток ділиться на 1000 = 53 ( 23. Тому одне з них ділиться на 125, але не ділиться на 2. А друге ділиться на 8, але не ділиться на 5. Трьохзначні непарні числа, які діляться 125, це 125, 375, 625 і 875. Серед сусідніх з ними чисел на 8 діляться тільки 376 і 624. Перевірка показує, що підходить тільки друге число. Отже маємо: 625 ( 625 = 390625.
4. Відповідь. Не можна. На поверхні кубика Рубика всього 54 квадратиків (тобто, якщо путь із діагоналей існує, то він складається з 54 діагоналей) і 56 точок, через які цей путь може проходити. Отже, через одну з цих точок путь проходити не може, тобто, в квадратах, які «оточують» цю точку, проведені діагоналі, які утворюють замкнений цикл (довжини 3 або 4), і путь має самоперетин.

5. Відповідь. Виграє перший. Спочатку він бере 1 кульку і після свого другого ходу залишає в скриньці 2010 кульок. Далі, на любий хід другого він бере 1 кульку, а другим ходом досягає того, щоб за дві пари ходів кількість кульок зменшилась на 5 і т.д.
9 клас 1. Відповідь. а=1.
2. Вказівка. Скористатися нерівністю між середнім арифметичним і середнім геометричним.
3. Відповідь. 1 дм. Скористатися умовою, що дотичні до кола, проведені з однієї точки, рівні і подібністю прямокутних трикутників.
4. Відповідь. Позначимо задані точки М1, М2, …, М2014. Розглянемо на колі дві довільні діаметрально протилежні точки Р1 і Р2. Враховуючи, що Р1Р2 = 2, відповідно до нерівності трикутника, для довільної точки Мі маємо: МіР1+МіР2 ≥ 2. Додавши такі нерівності для всіх точок, одержимо:
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. Отже, принаймні одна з вказаних сум у лівій частині нерівності не менше 2014.
5. Відповідь. Див. задачу № 5 8 класу
10 клас

1. Відповідь. Скористаємося тим, що для довільного n, яке задовольняє нерівність 1 ( n ( 2014, виконується нерівність 
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. Склавши відповідні нерівності одержимо: 
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, звідки легко одержати шукану нерівність.
2. Вказівка. Треба розглянути вписані чотирикутники ABNL і BCMN і скористатися властивістю, що сума протилежних кутів вписаного чотирикутника дорівнює (.

3. Відповідь. Представимо х у вигляді: х=n+(, де n=[x], а (={x}. Тоді вихідна рівність перетвориться у наступну: 55n+99(=19, або 55n=19-99(. Але 0((<0, тобто -80<19-99((19. З останніх двох рівностей маємо:

-80<19-55n (19, або 
[image: image23.wmf]8019
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. Існують тільки два цілих значення числа n, які задовольняють останню нерівність: n=-1 або n=0. Далі з рівності 55n+99(=19 знаходимо два значення для (: 74/99 або 19/99. Їм відповідають два значення х: х=-1+74/99=-25/99 або х=0+19/99=19/99.
4. Відповідь.. Позначимо задані точки М1, М2, …, М2014. Розглянемо на колі дві довільні діаметрально протилежні точки Р1 і Р2. Враховуючи, що Р1Р2 = 2, відповідно до нерівності трикутника, для довільної точки Мі маємо: МіР1+МіР2 ≥ 2. Додавши такі нерівності для всіх точок, одержимо: 
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. Отже, принаймні одна з вказаних сум у лівій частині нерівності не менше 2014.
5. Відповідь. Оскільки 
[image: image25.wmf](0)1

b

f

d

==

 то 
[image: image26.wmf]db

=

 и тому 
[image: image27.wmf]()

fx

 можна подати у вигляді 
[image: image28.wmf]()

axb

fx

cxb

+

=

+

, оскільки 
[image: image29.wmf](1)0

ab

f

cb

+

==

+

, то 
[image: image30.wmf]ba

=-

 и тому 
[image: image31.wmf]()

fx

 має вид 
[image: image32.wmf]()

axa

fx

cxa

-

=

-

. Аналогічно 
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 маємо 
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. При заданих умовах 
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11 клас

1. Відповідь. Можна. Великі квадрати наклеюють на дві протилежні грані, а кути загинають на суміжні. Маленькі квадрати наклеюють так, щоб їх діагоналі співпадали с непокритими ребрами.

2. Відповідь. 
[image: image40.wmf]pq
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. Треба від кожного куска відрізати по 4 кг.
3. Відповідь. 15 і 5 золотих. Треба підрахувати ймовірності перемоги кожного з гравців.
4. Відповідь. Застосуємо заміну 
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5. Відповідь. Нехай 
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. Нехай1. Вказівка. Треба розглянути вписані чотирикутники ABNL і BCMN і скористатися властивістю, що сума протилежних кутів вписаного чотирикутника дорівнює (.
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 повинно бути повним квадратом. Найменші значення для 
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